Corrigé de ’envoi 6 — 2003 / 2004

Probléme 1 :

On se donne 18 points du plan, trois jamais alignés, de sorte qu’ils forment 816 triangles.
Soit A la somme des aires de ces triangles. On colorie six des points en rouge, six autres en vert
et les six derniers en bleu. Montrer que la somme des aires des triangles dont les trois sommets
sont de la méme couleur ne dépasse pas A/4.

Notre solution :

Notons A; la somme des aires des triangles dont les trois sommets sont de la méme cou-
leur (monochromatiques), et A, celle des triangles & deux couleurs (dichromatiques). On peut
remarquer que si 'on considére un triangle monochromatique quelconque ABC' et un point M
d’une autre couleur que ABC), les triangles MAB, MBC et MCA recouvrent ABC', de sorte
que :

Aire(ABC) < Aire(M AB) + Aire(M BC') + Aire(MCA)

Supposons, par exemple, que M soit un point vert ou bleu fixé et que l'on regarde 1’ensemble
des inégalités précédentes avec ABC' variant parmi tous les triangles rouges. Un triangle M AB
donné intervient dans exactement 4 telles inégalités, car il y a quatre points rouges C' distincts
que A et B que I'on peut choisir comme troisiéme sommet. Par conséquent, en sommant toutes
ces inégalités, il vient, en notant Arrr la somme des aires des triangles monochromes rouges :

ARRR < 4 Z AlI‘e(MAB)

{A, B} rouges

On a une telle inégalité pour chacun des douze points M verts ou bleus, donc en additionnant,
il vient ensuite, avec des notations évidentes :

12Agrrr < 4(Agrrv + AgrrB)

En simplifiant par 4 et en additionnant les inégalités analogues pour les couleurs vertes et
bleues, il vient enfin :

3A; = 3Agrr +3Avvy +3Ases < (Arrv + Arre) + (Avve +Avvr) + (Apsr + Agpyv) = Ao

et ainsl :
44, <A+ A, <A

ce qui conclut.
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Probléme 2 :

Soit D un disque ouvert de rayon R > 1. Soit f : D — D une fonction vérifiant f(f(A)) = A
pour tout A, et f(A)f(B) < 1 si et seulement si AB < 1. Montrer qu’il existe un point M de
D tel que M f(M) < 1.

Notre solution :

Pour tout point A de D et tout entier n, on note D, (A) l'ensemble des points de D a
distance strictement inférieure & n de A. Par hypothése, on a donc f(D1(A)) = Di(f(A)).

Supposons par 'absurde que pour tout M, M f(M) > 1. On va voir qu’on peut en fait en
déduire par récurrence que M f(M) > 2% pour tout k, ce qui est évidemment absurde.

L’hypothese de récurrence précise est que Af(A) = 2% et f(Doyx(A)) = Dor(f(A)) pour tout
point A de D. On a fait ’hypothése que c’était vérifié pour k = 0. Supposons-le au rang k.

S’il existe un point A tel que Dox(f(A)) = f(Dqx(A)) rencontre Doy (A), ce qui revient a dire
que Af(A) < 281 alors en particulier, le milieu M du segment [Af(A)] est dans I'intersection
de Dor(A) et f(Dyr(A)), et il en va de méme pour f(M), qui est bien dans f(Dyr(A)) et
f2(Dyk(A)) = Dy(A). On a donc les relations Af(M) < 2k, f(A)f(M) < 2% et d’apres
I’hypothése de récurrence, M f(M) > 2F, ce qui est absurde d’aprés le théoréme de la médiane.

On vient donc de montrer que pour tout point A, Af(A) > 281 1l reste a voir de plus
que pour tout A, f(Dgr+1(A)) = Dor+1(f(A)). Cela résulte de ce que Dyi+1(A) est exactement
I’'ensemble des points qui sont a distance < 2% d’un point de D (A), c’est-a-dire la réunion des
Dy (B) pour B dans Dqx(A). Son image est donc la réunion des f(Dyr(B)) = Dar(f(B)) pour
B dans D (A), soit encore la réunion des Dok (C) pour C' dans f(Dar(A)) = Dar(f(A)), qui
est précisément Dor+1(f(A)).

Cela achéve la récurrence, qui fournit la contradiction recherchée. D’oti finalement 1’existence
d’un point M de D tel que M f(M) < 1.
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Probléme 3 :
Pour tout entier n > 1, on écrit :

=

~—

(n 1 1

——=14+—-4---+— avec PGCD(a(n),b(n)) = 1.

GRS R (aln), b))

Montrer qu’il existe une infinité d’entiers n pour lesquels a(n) n’est pas une puissance d’un
nombre premier.

Notre solution :

On procéde par 'absurde en supposant qu’il n’existe qu'un nombre fini de tels n. En particu-
lier, il existe un rang N a partir duquel tous les a(n) sont des puissances d’un nombre premier.
On note par ailleurs h(n) = a(n)/b(n).

On commence par remarquer que pour tout n, b(n) > n/2. En effet, si 'on note k le plus
grand entier tel que 2¥ < n, il n’y a dans la somme 1 +1/2+---+1/n qu'un et un seul terme
1/m avec m divisible par 2¥, ce qui montre que 2% > n/2 divise b(n).

Soit alors p un nombre premier impair plus grand que N + 1. Alors en réduisant h(p —
1) modulo p (ce qui a bien un sens, puisque chacun des dénominateurs des rationnels qui
interviennent dans la somme sont inversibles modulo p), on trouve :

p(p—1)

hp—1) =142 4. (p-D =142+ +(p—1) 5

0 (mod p) (1)

car chaque élément de {1,...,p — 1} est l'inverse modulo p d'un et un seul entier parmi
{1,...,p — 1}. 1l en résulte que p divise a(p — 1), et donc que a(p — 1) est une puissance
de p. Mais si 'on avait a(p — 1) = p, il viendrait h(p — 1) < (pfﬁ =2+2/(p—1) <3. En
choisissant p assez grand! pour que h(p — 1) > 3, on a donc nécessairement a(p — 1) > p, et
donc a(p — 1) est une puissance de p au moins égale a p?.

p étant toujours choisi supérieur & N + 1 et tel que h(p — 1) > 3, on peut ensuite montrer
par récurrence que a(p® — 1) est une puissance de p au moins égale a p? pour tout k£ > 1. En
effet, supposons le résultat pour un certain k. Alors on peut écrire :

h(p* = 1) zpz_liJr 3 k=
pm m

m=1 1<mprti-1
plin
k—1p-1
h(ph —1) & 1
= —+

Comme h(p*F — 1) est divisible par p? au moins, le premier terme est divisible par p. De plus,
pour chaque 1 < ¢ < p* — 1, on a, en utilisant (1) :

p—1 1

qu+rzh(p—1)50 (mod p)

r=1

LCest possible, puisque h(n) tend vers +oo quand n tend vers +oo.



Il en résulte que h(p*! — 1) est divisible par p, et donc que a(p*** — 1) est une puissance de p.
Et par le méme argument que précédemment, la condition h(pF*t! — 1) > h(p — 1) > 3 assure
que ce n’est pas exactement p, ce qui achéve la récurrence.

Par ailleurs, pour tout k£ > 2, on a :

p—1

Wt = p) = b =D+ Y

donc h(p* — p) est aussi divisible par p, en appliquant cette fois la congruence (1) & la somme
des 1/(r — p).

Choisissons alors un entier n tel que p™ ne divise pas (le numérateur de) 1 +1/2 4 --- +
1/(p— 1), et un entier k > n tel que p* — p > 2p™. Alors a(p* — p) est une puissance de p telle
que a(p® —p) = b(p* —p) = (p* — p)/2 = p", donc p" divise h(p* — p), et aussi h(pF — 1) pour
la méme raison. Donc il divise leur différence, et 'on peut ainsi écrire, modulo p™ :

g — R — 0 (mod p")
p— PR = o .. _ = mo
2 p—1  1—pk 2—pk p—1—pk b

ce qui contredit la définition de n. Le résultat s’ensuit.
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Probléme 4 :

Soit f : R — R dont la courbe représentative dans le repére orthonormé (O,7,)) posséde
deux centres de symétrie. Prouver que f est la somme d’une fonction affine et d’une fonction
périodique.

Notre solution :

La courbe représentative de f est invariante par deux symétries centrales distinctes, donc
aussi par leur composée, qui est une translation de vecteur @ = a2+ b7 non nul. Comme le
graphe ne peut pas contenir deux points de méme abscisse, on a a # 0, ce qui permet d’écrire
b = Aa. Alors pour tout réel x, on a la relation :

f(z+a) = Aa+ f(x)

Considérons la fonction g : R — R définie par g(z) = f(z) — Az. On a g(x + a) = g(z) pour
tout x, donc g est périodique. Par conséquent, f est la somme de la fonction affine z — Az et
de la fonction périodique g.
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Probléme 5 :
Soit x>1 un rationnel tel qu'il existe une suite (a,),>o d’entiers pour laquelle |2"—a,| < 1/n.
Montrer que x est entier.

Notre solution :

Ecrivons = u/v, avec u et v des entiers positifs, et pour tout n, posons la division eucli-
dienne :
u" =v"Qy + Ry

ot 'on demande un reste R, tel que —v"/2 < R,, < v"/2. En particulier, U'entier @, est a
distance inférieure & 1/2 de z, donc on a nécessairement @), = a,, pour n > 2, ce qu’on suppose
désormais.

On a v"" Q41 + Rpy1 = ™™ = wv"Q,, + uR,, donc R, = uR, (mod v™) pour tout n.
De plus, |R,| = v"|z" — Q.| < v"/n, donc pour n > u + v, on a :

n+1 uv™

|Rni1 — uR,| < + ="
u-+v uU—+v

Comme v" divise R, 1 — uR,, on en déduit que R, 1 = uR, pour tout n > N = u+ v + 1.
Ainsi, Ry, = uFRy pour tout k > 1, d’ott I'on tire, si Ry est non nul :

k N+k N
po Bl 2D

vk |Ryfoh T [Rylot [Ry|(N +R)

ce qui est absurde, puisque z > 1. Il s’ensuit que Ry = 0 et ainsi vV divise uV, donc v divise
u et x est entier.
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Probléme 6 :

Les cercles S; et Sy se rencontrent aux points P et (). Si A; et By sont deux points distincts
sur S; — {P,Q}, les droites (A1 P) et (B;P) rencoupent Sy en As et By respectivement, et les
droites (A1B;) et (AsBs) se rencontrent en C'. On note M le centre du cercle circonscrit au
triangle A; A;C'. Déterminer le lieu des points M lorsque A; et B; décrivent chacun S;—{P, Q}.

Notre solution :

On commence par montrer que () est sur le cercle circonscrit a A; A,C'. 11 suffit pour cela
de voir que les angles en @) et C' du quadrilatére A;QA>C' sont supplémentaires :

A,CAy + A,QAy = B,CBy + A,QP + PQA; = B,.CBy + CB,By + CB,B, = 7

en utilisant la cocyclicité de Ay, By, P, Q d'une part, et Ay, By, ), P d’autre part.

On va voir ensuite, en exhibant & nouveau des angles supplémentaires, que M est sur le cercle
circonscrit & () et aux centres O; et Oy & 57 et Sy. En effet, par ce qui précéde, M Q) = M A4, et
de plus, 01Q = O1A;, donc (MO1) est la bissectrice de [A;Q)]. D’aprés le théoréme de angle
au centre, on a donc :

] — — _ _—
MOlQ = 514101@ =TT — Apo et de méme MO2Q =TT — AQPQ
Par conséquent, il vient :
MOQ + MOQ =27 — A PQ - QPA, =7

ce qui dit bien que Oq, @, Os et M sont cocycliques.

En observant que quand A; tend respectivement vers P, ), et By, M tend vers Oy, () et un
point dépendant du point B; considéré, on conclut finalement que le lieu des points M est le
cercle circonscrit a O;Q0, privé de O, et Q.



